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Введение

Уважаемые коллеги! Перед вами сборник тезисов Научной
конференции «Топология и её приложения», посвящённой па-
мяти выдающегося учёного Евгения Георгиевича Пыткеева. В
сборнике представлены тезисы докладов участников конферен-
ции.

Евгений Георгиевич родился в Тюмени 17 июня в 1947 го-
ду. Через пятнадцать лет его семья переехала в Новосибирск,
где Евгений Георгиевич в 1965 году закончил школу и поступил
в Новосибирский университет. Через год он перешёл в Ураль-
ский Государственный Университет и закончил его в 1972 году
по специальности математика. Работал в Инситуте математи-
ки и механики с 1969 года. Защитил сначала кандидатскую (в
1979 году), а затем и докторскую (в 1995 году) диссертации под
руководством Николая Васильевича Величко.

Евгений Георгиевич всемирно известен как специалист в об-
ласти общей топологии. Кроме того, он плодотворно сотруд-
ничал с коллегами, получая выдающиеся результаты и в дру-
гих областях математики. Много эмоций, сил и времени он по-
свящал проведению школьных олимпиад. Широко известны и
очень любимы читателями книги с задачами математических
олимпиад, написанные им в соавторстве с коллегами. Евгений
Георгиевич является автором нескольких учебных пособий для
студентов, которым он читал лекции в УрФУ; эти пособия так-
же получили признание и высокую оценку читателей.

Евгений Георгиевич был не только талантливым и широко
эрудированным математиком, но и добрым отзывчивым челове-
ком. Любил своих родных и близких, заботился о них. Дружил
с коллегами, блестяще играл в шахматы, а летом они вместе
ходили в лес. Коллеги любили и уважали его. Мы всегда будем
помнить Евгения Георгиевича.

Екатеринбург, Россия 6 7 –9 февраля, 2024



Топология и её приложения Тезисы конференции

Some homotopy properties of the space of thin complete
linked systems1

Mukhamadiev F.G.
National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek,
Faculty of Mathematics, Department of geometry and topology,

Tashkent, Uzbekistan
farhod8717@mail.ru

A system ξ = {Fα : α ∈ A} of closed subsets of a space X is
called linked if any two elements from ξ intersect [1].

A.V. Ivanov defined the space NX of complete linked systems
(CLS) of a space X in a following way:

Definition 1 [2]. A linked system M of closed subsets of a
compact X is called a complete linked system (a CLS) if for any
closed set of X, the condition

“Any neighborhood OF of the set F consists of a set Φ ∈M”
implies F ∈M.

A set NX of all complete linked systems of a compact X is
called the space NX of CLS of X. This space is equipped with
the topology, the open basis of which is formed by sets in the
form of E = O(U1, U2, . . . , Un)〈V1, V2, . . . , Vs〉={M ∈ NX : for any
i = 1, 2, . . . , n there exists Fi ∈ M such that Fi ⊂ Ui, and for any
j = 1, 2, . . . , s, F ∩ Vj 6= ∅ for any F ∈M}, where U1, U2, . . . , Un,
V1, V2, . . . , Vs are nonempty open in X sets [2].

A complete linked systemM of a spaceX is called a thin complete
linked system if M contains at least one finite element.

We denote by N ∗X the set of all thin complete linked systems
of the space X [3].

1This work was partially supported by Erasmus + "Key Action 1 - Mobility for learners
and staff - Higher Education Student and Staff Mobility"
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Theorem 1. If mappings f, g : X → Y are homotopic, then the
mappings N ∗f,N ∗g : N ∗X → N ∗Y are also homotopic.

Proposition 1. Let for a subset A ⊆ X the relation N ∗A ⊆
N ∗X is correct. If a set A is a retract of a topological space X,
then the set N ∗A is a retract of the space N ∗X.

Theorem 2. The functor of thin complete linked systems N ∗ is
a covariant homotopy functor.

Proposition 2. If a topological space X is contractible, then
the space N ∗X is also contractible.

Corollary. If spaces X and Y are homotopically equivalent,
then the spaces N ∗X and N ∗Y are also homotopically equivalent.

Keywords: Functor, complete linked system, retract, contractible, homotopy.

AMS Subject Classification. Primary: 18F60; Secondary: 18A22, 54A25, 55P99.
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Some classes of topological spaces on the space of G-permutation degree

Sadullaev A. K.
Exact sciences department, Kimyo International University in Tashkent, Tashkent,

Uzbekistan
anvars1997@mail.ru

A permutation group X is the group of all permutations (one to one and onto mappings
X → X). A permutation group of a set X is usually denoted by S(X). If X = {1, 2, 3, ..., n},
then S(X) is denoted by Sn.

LetXn be the n-th power of a compactX. The permutation group Sn of all permutations,
acts on the n-th power Xn as permutation of coordinates. The set of all orbits of this action
with quotient topology we denote by SPnX. Thus, points of the space SPnX are finite
subsets (equivalence classes) of the productXn. Thus, two points (x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn) ∈
Xn are considered to be equivalent, if there is a permutation σ ∈ Sn such that yi = xσ(i).
The space SPnX is called the n-permutation degree of a space X. Equivalent relation, by
which we obtain space SPnX, is called the symmetric equivalence relation.

Let G be any subgroup of the group Sn. Then it also acts on Xn as group of permutations
of coordinates. Consequently, it generates a G-symmetric equivalence relation on Xn. This
quotient space of the product of Xn under the G-symmetric equivalence relation is called
G-permutation degree of the space X and it is denoted by SPnGX [1].

A space X is developable [2, 3] if there exists a sequence {γm : m ∈ N} of open covers of X
such that, for each x ∈ X, {st(x, γm) : m ∈ N} is a local base at x. Such a sequence of covers
is called a development for X. It is well known that every metrizable space is developable,
and every developable space is clearly first countable.

A regular developable space is a Moore space [2, 3].

A family U is called σ-closure preserving [2] if it is represented as a union of countably
many closure preserving subfamilies.

An M1-space [2, 3] is a regular space having a σ-closure preserving base.
A collection B (not necessarily open) of subsets of a regular space X is a quasi-base

[2] if whenever x ∈ X and U is a neighbourhood of x, there exists a B ∈ B such that
x ∈ IntB ⊂ B ⊂ U .

An M2-space [2, 3] is a regular space having a σ-closure preserving quasi-base.

Theorem 1. If X is a developable space, then so is SPnGX.

Proposition 1. If X is a Moore space, then so is SPnGX.

Theorem 2.If X is an M1-space, then so is SPnGX.

Theorem 3. If X is an M2-space, then so is SPnGX.

Corollary 1.If the space X is stratifiable, then so is SPnGX.
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К одному замечанию М. Громова

Богатый Семеон Антонович
МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва, РФ

bogatyi@inbox.ru

1. М. Громов в “Metric structures for Riemannian and non-Riemannian spaces” [1]
сделал краткое замечание: “One can also make a moduli space of isometry classes of
non-compact spaces X lying within a finite Hausdorff distance from a given X0, e.g.
X0 = Rn. Such moduli spaces are also complete and contractible.” Это наблюдение
было приведено без доказательства.

В настоящее время опубликовано доказательство полноты класса Громова–
Хаусдорфа в общем случае (без предположения ограниченности метрики) [3, 4],
а вопрос о стягиваемости представляется нам открытым.

2. Расстоянием Громова–Хаусдорфа dGH(X,Y ) между двумя метрическими
пространствами (X, %X) и (Y, %Y ) называется инфинум расстояния Хаусдорфа
между любыми их изометрическими образами в других метрических простран-
ствах.

Расстояние Громова–Хаусдорфа является обобщенной псевдометрикой, за-
нуляющейся на парах изометричных пространств. “Обобщенная” означает, что
функция расстояния может принимать бесконечное значение, а приставка “псев-
до” означает, что расстояние между не изометричными пространствами может
быть нулевым.

На множестве GHc всех компактных метрических пространств, рассмат-
риваемых с точностью до изометричности, расстояние Громова–Хаусдорфа яв-
ляется метрикой.

Все (ограниченные) метрические пространства не образуют множество, по-
этому надо говорить о классах (в смысле теории множеств von Neumann–Bernays–
Gödel). Класс всех метрических пространств, находящихся на конечном рассто-
янии от X, назыается облаком [X].

3. Для метрического пространства X = (X, %X) и положительного λ > 0
рассмотрим “подобное” пространство λX = (X,λ%X).

Теорема А [2]. Для метрических пространств X и Y
1. dGH(λX, λY ) = λdGH(X,Y ) для любого числа λ > 0;
2. 2dGH(∆1, X) = diamX;
3. 2dGH(X,Y ) ≤ max{diamX, diamY };
4. если диаметр X или Y конечен, то

∣∣diamX − diamY
∣∣ ≤ 2dGH(X,Y );

5. если диаметр X конечен, то dGH(λX, µX) = 1
2
|λ−µ|diam для любых λ > 0

и µ > 0, следовательно кривая g(t) := tX является кратчайшей между любыми
своими точками, длина любого отрезка этой кривой равна равна расстоянию
между его концами. При t = 1 кривая начинается в пространстве X, а при t = 0
заканчивается в одноточечном пространстве ∆1.

Екатеринбург, Россия 11 7 –9 февраля, 2024
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Таким образом, согласно 1 и 5 отображение H : GH0× [0, 1]→ GH0, задавае-
мое на классе всех ограниченных метрических пространств формулой H(X,λ) =
λX, является стягиваниванием в точку – одноточечное пространство ∆1, ко-
торое неподвижно в процессе стягивания.

4. Естественная попытка доказательства стягиваемости класса Громова–Хаус-
дорфа заключается, как и в случае ограниченных пространств, в использовании
отображения подобия X 7→ λX: Hλ(X) = λX. Однако теперь аналог свойства 5
из теоремы 1.1 нельзя даже сформулировать.

Для пространства X с неограниченной метрикой возникают вопросы:
А. “Всегда ли dGH(X,λX) <∞?”
Б. “Во всяком ли облаке есть центр, т.е. такое пространство, которое “не изменя-
ется” при подобии?”

5. Отображение X 7→ λX задает на классе метрических пространств действие
мультипликативной группы положительных чисел (R+,×). Так как это действие
можно рассматривать на разных уровнях, то возникают разные стабилизаторы,
т.е. разные подгруппы, которые “оставляют” пространство неподвижным. Поло-
жим

St0 X =
{
λ ∈ R+ : dGH(X,λX) = 0

}
; St[X] =

{
λ ∈ R+ : dGH(X,λX) <∞

}
.

dGH(X,Y ) = 0 =⇒ St0 X = St0 Y ; dGH(X,Y ) <∞ =⇒ St[X] = St[Y ].

6. Логарифмическая функция ln осуществляет изоморфизм рассматриваемой
группы на топологическую группу действительных чисел с операцией сложения
– ln : (R+,×) → (R,+). Группа (R,+) обладает сложной структурой подгрупп.
Она является векторным пространством континуальной размерности c = 2ℵ0

над полем рациональных чисел Q. Поэтому она содержит 2c = 22ℵ0 различных
подгрупп простой структуры (подпространств).

Теорема Б. Всякая собственная подгруппа аддитивной группы (R,+) за-
мкнута или всюду плотна. Для всякой собственной замкнутой нетривиальной
подгруппы H существует такое число a > 0, что H = aZ.

7. Будем предполагать, что X ⊂ [0,∞) и 0 ∈ X. Нас интересуют нормирован-
ные метрикиMX , т.e. такие метрики % наX, что %(x, 0X) = x для всякой точки x ∈
X. Из неравенства треугольника вытекает, что для любых двух точек 0 ≤ x, x′

x− x′ = %(x, 0X)− %(x′, 0X) ≤ %(x, x′) ≤ %(x, 0X) + %(0X , x
′) = x+ x′.

Левое равенство (для всех x, x′) соответствует метрике прямой на X. Правое
равенство (для всех x 6= x′) соответствует дискретному ежу X̂. Для всякого
−1 ≤ β ≤ 1 определена промежуточная “линейная” метрика

%β(x, x′) = x+ βx′ =
1− β

2
|x− x′|+ 1 + β

2
(x+ x′) при x′ < x.

Включение % ∈ MX эквивалентно неравенствам %−1 ≤ % ≤ %1. Метрика %0 ∈
MX является единственной ультраметрикой вMX .
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8. Для числа p > 1 пусть

Gp =
{
pn : n ∈ Z

}
⊂ (R+,×) и Xp = Gp = {0} ∪Gp ⊂ [0,∞).

Теорема 1 [3–6]. St0(Xp, %β) = St[(Xp, %β)] = Gp для всякого −1 ≤ β ≤ 1.
Теорема 2 [6]. St[(Xp, %)] ⊆ Gp для всякой метрики % ∈MXp .
Теорема 3 [6]. Формула %β(x, x′) = x + β(x, x′)x′, x > x′ по всякой функции
β : X × X → [a, b], где −1 ≤ a ≤ b ≤ 1 и b ≤ 1 + 2a, задает нормированную
метрику на X.
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Об основных принципах функционального анализа

Борубаев А.А.
Институт математики НАН КР, Бишкек, Кыргызстан

fiztech-07@mail.ru

Вводятся новые классы τ -нормированных, τ -банаховых и τ -гильбертовых про-
странств, которые содержат классические классы нормированных, банаховых и
гильбертовых пространств.

На эти новые классы пространств распространяются основные принципы
функциональных пространств: принцип открытости, принцип продолжение непре-
рывных функционалов и принцип линейной ограниченности отображений. По-
строены геометрия новых классов пространств.

Определение 1. Пусть X − непустое множество. Отображение ρτ : X×X →
Rτ+ =

∏
{Rτ+ : a ∈ A}, |A| = τ называется τ -метрикой или мультиметрикой (если

τ - не фиксировано) на X, а пара (Х, ρτ )− τ - метрическим или мультиметриче-
ским пространством, если выполняются следующие аксиомы:
1. ρτ (x, y) = θ тогда и только тогда, когда x = y; где θ - точка пространства Rτ+,
все координаты которой состоят из нулей;
2. ρτ (x, y) = ρτ (y, x) для всех x, y ∈ X;
3. ρτ (x, y) ≤ ρτ (x, z) + ρτ (z, y) для всех x, y, z ∈ X;
4. Для любого a, b ∈ A существует такой c ∈ A, что ρc(x, y) = max {ρa(x, y), ρb(x, y)}
для всех x, y ∈ X, где ρa(x, y) = qa(ρτ (x, y)) , qa : Rτ+ → Ra+ - проекция на a-ый
сомножитель.

Определение 2. Отображение ‖ · ‖τ : L → Rτ+ =
∏
{Ra+ : a ∈ A} , |A| = τ

линейного пространства L в пространство Rτ+ называется τ -нормой или мульти-
нормой (если τ не фиксировано) на L, а пара (L, ‖ · ‖τ )− τ - нормированным или
мультинормированным пространством, если выполняются следующие аксиомы:
1. ‖x‖τ = θ тогда и только тогда, когда x является нулевым элементом простран-
ства L, а θ - точка пространства Rτ+; все координаты которой равны нулю;
2. ‖λx‖τ = |λ| · ‖x‖τ для любою скаляра λ ∈ R и каждого x ∈ L;
3. ‖x+ y‖τ ≤ ‖x‖τ + ‖y‖τ для всех x, y ∈ L;
4. Для любых a, b ∈ A, существует такой c ∈ A, что qc(‖x‖τ ) = max{qa(‖x‖τ ), qb(‖x‖τ )},
для всех x ∈ L, где qa : Rτ+ → Ra+ - проекция на a-ый сомножителя Ra+ для любого
a ∈ A.

Теорема 1. Всякое τ -нормированное (банахово) пространство (L, ‖·‖τ ) мож-
но представить как предел проективного спектра S =

{
(La, ‖ · ‖a), πba, A

}
, состо-

ящих из нормированных (банаховых) пространств. Причем, каждая проекция
πa : (L, ‖ · ‖τ )→ (La, ‖ · ‖a) является открытым непрерывным линейным отобра-
жением.

Теорема 2 (об открытом отображении). Если f : (L, ‖ · ‖) → (L′, ‖ · ‖′τ )
- непрерывное линейное отображение τ - банахово пространства (L, ‖ · ‖) на τ -
банахово пространство (L′, ‖ · ‖′τ ), тo отображение f является открытым.
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Теорема 3 (об обратном отображении). Если f : (L, ‖ · ‖τ )→ (L′, ‖ · ‖′τ ) биек-
тивное непрерывное линейное отображение τ - банахова пространства (L, ‖ · ‖τ )
на τ - банахово пространство (L′, ‖ ·‖′τ ), то обратное отображение также является
непрерывным.

Теорема 4 (о замкнутом графике). Предполжим, что (L, ‖ · ‖τ ) и (L′, ‖ · ‖′τ )
являются τ -банаховыми пространствами, а отображение f : L → L′ - линейно
и его график G = {(x,Ax) : x ∈ L} замкнут в (L, ‖ · ‖τ ) → (L′, ‖ · ‖′τ ). Тогда
отображение f непрерывно.

Определение 3. Линейное отображение f : L→ Rτ линейного пространства
L в линейное пространство Rτ называется линейным τ - функционалом.

Теорема 5 (о продолжении непрерывных линейных τ -функционалов). Пусть
(L, ‖ · ‖τ ) - произвольное τ - нормированное пространство, L0 - eгo подпростран-
ство и f0 непрерывный линейный τ -функционал на L0. Этот непрерывный линей-
ный τ -функционал может быть продолжен до некоторого непрерывного линей-
ного τ -функционала f на всем пространстве (L, ‖ · ‖τ ) без увеличения τ -нормы,
т.е. так, что ‖f‖τ = ‖f0‖τ .

Теорема 6 (о равномерной ограниченности непрерывных линейных опера-
торов ). Для того чтобы последовательность непрерывных линейных операторов
{fn}, отображающих τ -банахово пространство (L, ‖ · ‖τ ) в τ -нормированное про-
странство (L′, ‖ · ‖′τ ), сходилась к непрерывному линейному оператору f , необхо-
димо и достаточно, чтобы:
1. τ -нормы операторов fn были ограничены и совокупности: ‖fn‖ ≤ M,M ∈
Rτ+(n = 1, 2, 3, . . .);
2. Последовательность fn(x) сходилось к f(x) для каждого x ∈ L.
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О свободных абелевых n-периодических топологических группах1

Гензе Л.В.
Томский государственный университет, Томск, Россия

genze@math.tsu.ru

Пусть n > 2 — фиксированное натуральное число и X — непустое множе-
ство. Свободной абелевой n-периодической группой, порождённой множеством
X, будем называть прямую сумму семейства групп {Zxn}x∈X , где Zxn = Z/nZ для
каждого x ∈ X.

Элементы группы A[n](X) — это формальные конечные линейные комбина-
ции α1x1+α2x2+. . .+αkxk элементов множестваX с коэффициентами αi ∈ Z/nZ.
Сложение линейных комбинаций проводится путём сложения коэффициентов
при одинаковых xi и приведения их по модулю n.

Теорема 1 ( [1]). Для любого тихоновского пространства X существует абе-
лева n-периодическая топологическая группа A[n](X), обладающая следующими
свойствами:

1) алгебраически A[n](X) является свободной абелевой n-периодической груп-
пой, порождённой множеством X;

2) X гомеоморфно замкнутому подпространству в A[n](X);
3) если G — произвольная абелева n-периодическая топологическая группа и

f : X → G – непрерывное отображение, то f можно продолжить до непрерывного
гомоморфизма f̃ : A[n](X)→ G.

Такую группу будем называть свободной абелевой n-периодической тополо-
гической группой пространства X.

Группу A[2](X) будем называть свободной булевой топологической группой
пространства X и обозначать B(X). Группу B(X) также можно трактовать
как множество [X]<ω с операцией A4B = (A \B) ∪ (B \A).

Доклад будет посвящён обзору свойств свободных абелевых n-периодичес-
ких топологических групп и сравнению этих свойств со свойствами свободных
абелевых топологических групп.

Список литературы
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Полунормальные функторы и паранормальные пространства1
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Теорма Катетова гласит, что если куб компакта наследственно нормален, то
этот компакт метризуем. Ряд обобщений данной теоремы использует понятие
нормального функтора, введенное в работе [1] для категории Comp компактных
пространств и их непрерывных отображений. Примером подобного обобщения
является следующая теорема:

Теорема 1. [2] Если для нормального функтора F степени > 3, действую-
щего в категории Comp, пространство F(X) наследственно нормально, то X —
метризуемый компакт.

Примеры других подобных обобщений теоремы Катетова можно найти в ра-
ботах [3,4] и некоторых других. Эти результаты обобщают теорему 1 путём ослаб-
лений требований, накладываемых на F(X), с переходом к понятию нормального
функтора в категории P паракомпактных p-пространств и их совершенных отоб-
ражений.

В работе [5] были рассмотрены полунормальные функторы в категории Comp
и введено для них некоторое специальное условие (*), а также доказана следую-
щая теорема:

Теорема 2. Пусть X — компакт, F — полунормальный функтор в категории
Comp, sp(F) = {1,m, n, ...} и F удовлетворяет условию (*). Тогда если простран-
ство Fn(X) \X наследственно нормально, то пространство X метризуемо.

В данном докладе рассматривается понятие полунормального функтора в
категории P и получается дальнейшее обобщение теоремы Катетова:

Теорема 3. Пусть F — полунормальный функтор в категории P со сте-
пенным спектром sp(F) = {1,m, n, ...}, удовлетворяющий условию (*). Если для
паракомпактного p-пространства X пространство Fn(X) \ X наследственно па-
ранормально, то пространство X метризуемо.

Результаты этого исследования более подробно изложены в работе [6].
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О размерностях квантования в пространствах вида F(X)1

Иванов А.В.
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,

Петрозаводск, Россия
alvlivanov@krc.karelia.ru

Пусть F — полунормальный метризуемый функтор в категории компактов,
(X, ρ) — метрический компакт, ρF — функториальное продолжение метрики ρ на
F(X) и Fn(X) — подпространство F(X), состоящее из точек ξ, носитель supp(ξ)
которых содержит не более чем n элементов (n ∈ N). Для каждого ξ ∈ F(X)
и ε > 0 положим N(ξ, ε) = min{n : ρF (ξ,Fn(X)) ≤ ε}. Для любой точки ξ 6∈⋃
n∈ω0

Fn(X) число N(ξ, ε) неограниченно возрастает при ε→ 0. Скорость этого
возрастания характеризует величина

dimF (ξ) = lim
ε→0

lnN(ξ, ε)

− ln ε
,

которую мы называем размерностью квантования (или размерностью финитной
аппроксимации) точки ξ (если указанный предел не существует, рассматриваем
верхний и нижний пределы, и получаем верхнюю dimF (ξ) и нижнюю dimF (ξ)
размерности квантования).

Для функтора exp с метрикой Хаусдорфа размерность квантования совпа-
дает с емкостной размерностью dimB F замкнутого подмножества F ⊂ X, для
функтора вероятностных мер P с метрикой Канторовича – Рубинштейна по дан-
ному выше определению мы получаем классическую размерность квантования
вероятностной меры.

Если функтор F сохраняет ε-сети (т.е. для любой ε-сети A в X множество
F(A) является ε-сетью в F(X)), то для любой точки ξ ∈ F(X) справедливы
неравенства

dimF (ξ) ≤ dimB(supp(ξ)), dimF (ξ) ≤ dimB(supp(ξ)). (1)

В связи с неравенствами (1) естественно возникает общий вопрос о промежуточ-
ных значениях размерностей квантования для функтора F (классический вопрос
теории размерности):
Верно ли, что для любого неотрицательного числа a, не превосходящего соот-
ветствующей емкостной размерности (верхней или нижней) компакта X, в F(X)
существует точка ξ, соответствующая размерность квантования которой (верх-
няя или нижняя) равна a?

1Финансовое обеспечение исследования осуществлялось из средств федерального
бюджета на выполнение государственного задания КарНЦ РАН (Институт прикладных
математических исследований КарНЦ РАН).
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Для верхних размерностей этот вопрос решен положительно для функторов
exp, P , суперрасширения λ и функтора I идемпотентных мер (мер Маслова).
При этом доказано, что если в компакте X существует замкнутое подмножество
F размерности dimBF = a ≤ dimBX, то в F(X) найдется точка ξ размерности
dimF (ξ) = a для всех указанных выше функторов.

Однако оказывается, что существуют метрические компакты положительной
емкостной размерности, у которых все собственные замкнутые подмножества
нульмерны в смысле dimB . Таким образом, теорема о промежуточных значениях
нижней емкостной размерности (размерности квантования для функтора exp)
в общем случае неверна. При этом доказано, что для любого a ∈ [0, dimBX]
существует замкнутое подмножество F ⊂ X, для которого dimBF = a и dimBF =
0.

Наиболее сильный результат о промежуточных значениях размерностей кван-
тования получен для функтора вероятностных мер. А именно, для любого ком-
пакта X размерности dimB X = a и любых двух чисел b ∈ [0, a] и c ∈ [0, b] на X
существует вероятностная мера µ, для которой dimP (µ) = c и dimP (µ) = b.

Перечисленные выше результаты опубликованы в работах [1–4].
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Об универсальных отмеченных пространствах (некоторые вопросы)
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Россия
s.d.iliadis@gmail.com

Все рассматриваемые пространства предполагаются T0-пространствами веса
≤ τ , где τ — некоторый фиксированный бесконечный кардинал. Через ω
обозначается первый бесконечный кардинал. Любой кардинал ν рассматривается
как найменьший ординал мощности ν.

Топологическое пространство X с фиксированной на нем точкой aX , назы-
вается отмеченным пространством и обозначается через (X, aX). Классы от-
меченных пространств обозначаются через (S, ∗). При этом S есть класс про-
странств X, для которых существует отмеченное пространство (X, aX), возмож-
но не однозначно определенное, принадлежащее (S, ∗).

Пусть (S, ∗) — класс пространств. Буем говорить, что отмеченное простран-
ство (T, aT ) является универсальным в классе (S, ∗) если: (a) (T, aT ) ∈ (S, ∗) и (b)
для любого элемента (X, aX) ∈ (S, ∗) существует такое вложение iXT простран-
ства X в T , что iXT (aX) = aT (в этом случае будем говорить также, что (X, aX)
может быть вложено в (T, aT )). Если только условие (b) выполнено, то тогда
(T, aT ) называется содержащем отмеченным пространством для (S, ∗).

Из однородности Гильбертого пространства Iω (см. [6]) и его универсально-
сти в классе всех сепарабельных метризуемых пространств вытекает, что для лю-
бой его точки a ∈ Iω, отмеченное пространство (Iω, a) является универсальным
в классе всех отмеченных сепарабельных метризуемых пространств. Аналогич-
но, из однородности Тихоновского куба Iτ и его универсальности в классе всех
вполне регулярных пространств вытекает, что для любой его точки a ∈ Iτ , отме-
ченное пространство (Iτ , a) является универсалным отмеченным пространством
в классе всех отмеченных вполне реулярных пространств.

Заметим, что хотя Александровский куб Cτ (т.е. произведение τ штук связ-
ных двоеточий (см. [1]) является универсальным в классе всех пространств, к
нему нельзя применить предыдущие рассуждения, относительно гильбертого и
тихоновского кубов, поскольку он не однороден. Отсюда, возникают следующие
два вопроса:

Вопрос 1. Существует ли в классе всех отмеченных пространств универ-
сальный элемент?

Вопрос 2. Существует ли точка a Александровского куба Cτ , для которой
отмеченное пространство (Cτ , a) было бы универсальным в классе всех отмечен-
ных пространств?

В статье [5] доказано общим методом существование универсальных элемен-
тов в следующих классах отмеченных пространств:
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[1∗] класс всех отмеченных пространств (X, aX), для которых {aX} замкнуто
в X;

[2∗] класс всех отмеченных регулярных пространств;
[3∗] класс всех отмеченных вполне регулярных пространств;
[4∗] класс всех элементов (X, aX) ∈ [1∗], для которых ind(X) ≤ α ∈ τ ;
[5∗] класс всех элементов (X, aX) ∈ [2∗], для которых ind(X) ≤ α ∈ τ ;
[6∗] класс всех элементов (X, aX) ∈ [3∗], для которых ind(X) ≤ α ∈ τ ;
[7∗] класс всех элементов (X, aX) ∈ [1∗], где X — ν-мерное пространство и

ω ≤ ν ≤ τ ;
[8∗] любое пересечение класса [7∗] с одним из классов [2∗]− [6∗].

Напомним, что пространство X называется ν-мерным (соответственно, сильно
ν-мерным) если X можно представить как: X = ∪{Xδ : δ ∈ ν}, где Xδ — нуль-
мерное (соответственно,Xδ — замкнутое и конечномерное) в смысле размерности
ind подпространство. (Эти пространства были введены в книге [4], где и постро-
ены универсальные элементы для классов таких пространств.) Для ν = ω эти
пространства являются модификацией счетно-мерных (соответственно, сильно
счетномерных) пространств, которые определены с помощью размерности dim
(см. [3], [10], [2]). Универсальные элементы для классов таких постранств по-
строены в работах [7], [8], [9]. В связи с вышеизложенным возникают следующие
вопросы:

Вопрос 3. Существуют ли универсальные элементы в классе [9∗] всех отме-
ченных сильно ν-мерных пространств, ω ≤ ν ≤ τ?

Вопрос 4. Существуют ли универсальные элементы в классе [10∗] всех от-
меченных замкнутой точкой, сильно ν-мерных пространств, ω ≤ ν ≤ τ ?

Вопрос 5. Существуют ли универсальные элементы в классах, которые яв-
ляются пересечением одного из классов [9∗] и [10∗] с одним из классов [2∗]-[6∗]?

Наряду с отмеченными пространствами, где фиксированна некоторая точка,
рассмотрим пространства где фиксируется некоторое подпространство, одно и
то же для всех пространств. Более точно это можно сформулировать следую-
щим образом. Пусть K — топологическое пространство. Пара (X, iX), где X-
пространство и iX -вложение пространства K в X назовем K-отмеченным про-
странством. Классы K-отмеченных пространств будем обозначать через (S,K),
где S — класс всех тех пространств, для которых существует элемент (X, iX) ∈
(S,K) (возможно не однозначно определенный).K-отмеченное пространство (T, iT )
назовем универсальным в классе (S,K), если (T, iT ) ∈ (S,K) и для любого (X, iX) ∈
(S,K) существует вложение eXT пространства X в T такое, что iT = eXT ◦ iX .

Интересен случай когда K — компактное пространство. Так например, когда
K является метризуемым компактом, то в классе всех K-отмеченных сепара-
бельных метризуемых пространств существует универсальный элемент. Таким
элементом будет K-отмеченное пространство (U, iU), где U — универсальное
метрическое пространство Урысона, а iU — любое вложение компакта K в U.
Это вытекает из известных своиств пространства U. Таким образом, естественно
возникают следующие вопросы (всюду K — компакт).
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Вопрос 6. Существуют ли универсальные элементы в классе всехK-отмеченных
пространств?

Вопрос 7. Существуют ли универсальные элементы в классе [i∗,K], i =
1 − 10, получающиися из класса [i∗] заменой отмеченного пространства на K-
отмеченного пространства и замкнутость точки на замкнутое вложение компакта
K?

Интересен также случай, когда рассматриваются K-отмеченные простран-
ства (X, iX), где K -дискретное пространство, а iX — замкнутое вложение про-
странства K в X. Для этого случая также можно поставить вопросы 6 и 7.
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В последнее время многие понятия и утверждения равномерной топологии
были распространены со случая пространств на случай равномерно непрерыв-
ных отображений. При этом равномерное пространство понимается как простей-
шее равномерно непрерывное отображение этого равномерного пространства в
одноточечное пространство.

Проведенные исследования выявили большие равномерные аналоги непре-
рывных отображений и позволили перенести на отображения многие основные
утверждения равномерной топологии пространств в работах А.А. Борубаева [1],
А.С. Мищенко [2], Б.Э. Канетова [3] и других. Метод перенесения результатов с
пространств на отображения является универсальным, и не простым, но позволя-
ющий многие результаты обобщить. Поэтому задача распространения некоторых
понятий и утверждений, касающихся пространств на отображения, до сих пор
не решена полностью.

В настоящей работе, на отображения распространяются равномерно пара-
компактные [5] и сильно равномерно паракомпактные [3] свойства равномерных
пространств.

Пусть f : (X,U) → (Y, V )- равномерно непрерывное отображение равномер-
ного пространства (X,U) на равномерное пространство (Y, V ).

Отображение f называется равномерно паракомпактным (сильно равномерно
паракомпактным) отображением, если для любого открытого покрытия α рав-
номерного пространства (X,U) существуют такие открытое покрытие β равно-
мерного пространства (Y, V ) и равномерно σ-локально (равномерно σ -звездно)
конечное открытое покрытие γ пространства (X,U), что f−1β ∧ γ � α .

Заметим, что если f : (X,U)→ (Y, V ) -(сильно) равномерно паракомпактное
отображение и Y = {y} , то равномерное пространство (X,U) является (сильно)
равномерно паракомпактным пространством.

Непрерывное отображение f : (X, τ) → (Y, µ) топологического пространства
(X, τ) на топологическое пространство (Y, µ) будем называть паракомпактным
(сильно паракомпактным) отображением, если для любого открытого покры-
тия α пространства (X, τ) существуют такие открытое покрытие β простран-
ства (Y, µ) и σ -локально (звездно) конечное открытое покрытие γ пространства
(X, τ), что f−1β ∧ γ � α.
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Теорема 1. Если f : (X,U) → (Y, V ) -(сильно) равномерно паракомпакт-
ное отображение, то непрерывное отображение f : (X, τU ) → (Y, µV ) является
(сильно) паракомпактным отображением, обратно, если непрерывное отображе-
ние f : (X, τ) → (Y, µ) является (сильно) паракомпактным отображением, то
равномерно непрерывное отображение f : (X,UX) → (Y, VY ) является (сильно)
равномерно паракомпактным отображением, где UX и VY универсальные равно-
мерности на X и Y соответственно.

Теорема 2. Если отображение f и пространство (Y, V ) (сильно) равномерно
паракомпактны, то пространство (X,U) является таким же. Обратно, если (X,U)
(сильно) равномерно паракомпактное пространтсво, то отображение f является
(сильно) равномерно паракомпактным отображением.
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Линделёфова пространства являются одними из важнейших понятий обшей
топологии. Существуют различные подходы к определению равномерной линде-
лёфовости равномерных пространств, например, равномернаяB-линделёфовость
в смысле А.А. Борубаева [1], равномерная I-линделёфовость в смысле Дж. Ис-
белла [2], равномерная A-линделёфовость в смысле Л.В. Апариной [3], равномер-
ная K-линделёфовость в смысле Б.Э. Канетова [4].

В данной работе исследуются равномерно B-линделёфовы пространства, изу-
чена их связь с другими свойствами типа равномерной компактности, а также
установлены характеристики этих классов равномерных пространств при помо-
щи отображений и компактификаций.

Напомним [1], что равномерное пространство (X,U) называется равномер-
но B-линделёфовым, если оно является равномерно B-паракомпактным и ℵ0-
ограниченным пространством.

Всякое сепарабельно метризуемое равномерное пространство (X,U) являет-
ся равномерно B-линделёфовым, а последнее является сильно равномерно B-
паракомпактным. Если (X,U) - равномерно B-линделёфово, то его топологи-
ческое пространство (X, τU ) - линделёфово. Обратно, если (X, τ) - линделёфово
пространство, то равномерное пространство (X,UX) равномерно B-линделёфово,
где UX - универсальная равномерность пространства X.

В следующей теореме решается проблема, поставленная А.А. Борубаевым:
Каковы те равномерные пространства, которые для любого открытого покры-
тия ω обладают равномерно непрерывным ω -отображением на некоторое сепа-
рабельно метризуемое равномерное пространство?

Теорема 1. Равномерное пространство (X,U) является равномерноB -линделёфовым
тогда и только тогда, когда для каждого открытого покрытия ω пространства
(X,U) существует равномерно непрерывное ω -отображение f равномерного про-
странства (X,U) на некоторое сепарабельно метризуемое равномерное простран-
ство (X,Y ).

Предложение 3. Для равномерного пространства (X,U) следующие усло-
вия эквивалентны:

1. (X,U) − равномерно B -линделёфово;
2. (X,U) − равномерно P -паракомпактно и ℵ0 -ограничено;
3. (X,U) − равномерно F -паракомпактно и ℵ0 -ограничено.
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Равномерная B -линделёфовость не является равномерным инвариантом при
равномерно совершенных отображениях. Однако имеют места следующие

Теорема 2. Прообраз равномерно B -линделёфово пространства при равно-
мерно совершенных отображениях является равномерно B -линделёфовым.

Теорема 3. Образ равномерно B -линделефового пространства при равно-
мерно открытых равномерно совершенных отображениях является равномерно
B -линделёфовым пространством.
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О пространствах функционалов с конечным носителем

Лазарев В.Р.
Томский государственный университет, Томск, Россия

lazarev@math.tsu.ru

1. Введение
Для тихоновского пространства X обозначим через Cp(X) множество всех

непрерывных функций ϕ : X → R с топологией поточечной сходимости. Всякую
непрерывную функцию f : Cp(X)→ R со свойством f(0X) = 0, где 0X(x) = 0 для
всех x ∈ X, будем называть функционалом. Подпространство в Cp(Cp(X)) обра-
зованное всеми функционалами обозначим символом C0

pCp(X). Хорошо известно,
что каноническое отображение вычисления гомеоморфно вкладывает простран-
ство X в C0

pCp(X).
Если каждому тихоновскому пространствуX поставлено в соответствие неко-

торое подпространство E(X) ⊂ C0
pCp(X), то этим определён некоторый класс

H гомеоморфизмов пространств непрерывных функций. Именно, гомеоморфизм
h : Cp(X) → Cp(Y ) принадлежит H тогда и только тогда, когда сопряжённое
отображение h∗ обладает свойством

h∗(Y ) ⊂ E(X) и (h−1)∗(X) ⊂ E(Y ).

При E(X) = Lp(X) получаем определение класса линейных гомеоморфизмов
пространств непрерывных функций.

В [1] рассматриваются более широкие, чем Lp(X), пространства функциона-
лов L̂p(X) и FS(X), порождающие, следовательно, более широкие классы гомео-
морфизмов пространств функций, чем класс линейных гомеоморфизмов.

2. Функционалы с конечным носителем
За определением пространства FS(X) функционалов с конечным носителем

читатель может обратиться к статье [1]. Приведём здесь определение его под-
пространства L̂p(X).

Определение 2.1. Обозначим символом L̂p(X) множество всех функциона-
лов с конечным носителем, удовлетворяющих условиям:
(а) Если f(ϕ) 6= 0, то существует n0 ∈ N такое, что |f(n · ϕ)| ≥ 1 при n ≥ n0;
(б) Если |f(n · ϕ)| ≥ 1 при некотором n ∈ N, то f(ϕ) 6= 0.

Замечание 2.2. Обозначение L̂p(X) мотивировано тем, что каждый линей-
ный непрерывный функционал f ∈ Lp(X) принадлежит FS(X) и удовлетворяет
условиям (а), (б).

Замечание 2.3. Определение функционала с конечным носителем (см. [1])
влечёт, что каждый такой функционал имеет единственный носитель. Ниже пред-
полагается, что каждое конечное подмножество в X наделено некоторым вполне
упорядочением.
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Теорема 2.4. (Общий вид функционала с конечным носителем)Пусть
f ∈ C0

pCp(X). Функционал f имеет конечный носитель тогда и только тогда, ко-
гда существует конечное подмножество Kf ⊂ X такое, что

f(ϕ) = uf (πf (ϕ)),

где πf : Cp(X) → R|Kf | - оператор сужения на Kf , а функция uf : R|Kf | → R
обладает свойствами:
(1) uf (0) = 0;
(2) Для любого фиксированного r0 ∈ R и для любого i ∈ {1, 2, ..., |Kf |} функция
uif : R→ R, uif (r) = uf (r0, ..., r0, r, r0..., r0), где r на i-том месте, не постоянна.

Следствие 2.5. Функционал f линеен и непрерывен тогда и только тогда,
когда функция uf линейна.

3. Сравнение классов функционалов с конечным носителем
Из определений пространств FS(X), L̂p(X) следует цепочка включений:

Lp(X) ⊂ L̂p(X) ⊂ FS(X) ⊂ C0
pCp(X). (∗)

Теорема 2.4 позволяет привести примеры, показывающие, что первые два вклю-
чения в (∗) являются строгими.

Примеры. 3.1. Фиксируем произвольную точку x ∈ X. Тогда f = uf ◦ πf ∈
L̂p(X) \ Lp(X), если положить Kf = {x}, uf (r) = |r|. Это вытекает из теоремы
2.4 и следствия 2.5.

3.2. Определим функционал f аналогично примеру 3.1 с тем отличием, что
uf (r) = sin r · χ[0;π]. Тогда f = uf ◦ πf ∈ FS(X) \ L̂p(X). Это следует из того, что
нарушается условие (а) определения 2.1.

Пример, показывающий строгость последнего включения в (∗) найден в [2].
Более глубокие различия между рассмотренными классами функционалов с

конечным носителем описывает следующая
Теорема 3.3. 1) Пространство FS(X) всюду плотно в C0

pCp(X);
2) Пространства Lp(X), L̂p(X) нигде не плотны в C0

pCp(X);
3) Пространство L̂p(X) + L̂p(X) всюду плотно в C0

pCp(X).

4. Выводы и вопросы
Обозначим классы гомеоморфизмов, порождаемые пространствами функцио-

налов Lp(X), L̂p(X), FS(X), C0
pCp(X) соответственно через LH, L̂H, FSH, и

H0. Тогда можем записать

LH ⊂ L̂H ⊂ FSH ⊂ H0.

Класс L̂H интересен тем, что (см. [1]) если гомеоморфизм h, h : Cp(X)→ Cp(Y )
принадлежит классу L̂H, то числа Линделёфа пространств X, Y равны: l(X) =
l(Y ). Это обобщает теорему А. Бузиада [3] о линейных гомеоморфизмах, которая,
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в свою очередь, обобщает теорему Н.В. Величко [4] о свойстве Линделёфа. Пункт
3) тоеремы 3.3 показывает, что класс L̂H существенно шире класса LH.

Вопрос 4.1. Сохраняется ли число (свойство) Линделёфа гомеоморфизмами
класса FSH?

Заметим, что кардинальный инвариант l∗(X) = sup{l(Xn) : n ∈ N} сохра-
няется, согласно теореме А.В. Архангельского - Е.Г. Пыткеева, произвольными
гомеоморфизмами пространств функций (см. например [5], теорема II.I.1).

Вопрос 4.2. Привести пример не l-эквивалентных пространств X,Y , для
которых существует гомеоморфизм h : Cp(X)→ Cp(Y ), где h ∈ L̂H.

Вопрос 4.3. Замкнуто ли подпространство L̂p(X) в C0
pCp(X)?
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О задаче Архангельского А.В.

Лейбо И.М.
Москва, Россия
imleibo@mail.ru

Существуют три основных размерностных инварианта IndX, dimX, indX, со-
отношения между которыми для различных классов пространств представляют
особый интерес. Тумаркин Л.А. и В. Гуревич доказали совпадение этих размер-
ностей для любых метрических пространств со счетной базой.

Так как каждая база является сетью, то совершенно естественым являет-
ся вопрос А.В. Архангельского о равенстве размерностей для пространств со
счетной сетью. В общем случае ответ на этот вопрос отрицательный. Простран-
ство со счетной сетью и с несовпадающими размерностями построил Michael
G. Charalambous в аксиоматике ZFC. Архангельский уточнил свой вопрос: бу-
дут ли совпадать размерности для пространства со счетной сетью и с первой
аксиомой счетности? В силу теоремы Архангельского пространства со счетной
сетью и с первой аксиомой счетности всегда имеют семиметрику, порождаю-
щую топологию исходного пространства, т.е. семиметризуемы. Теорема 1 дает
частичный положительный ответ на вопрос Архангельского, а именно, равен-
ства IndX=dimX=indX выполняются для пространства со счетной сетью, с пер-
вой аксиомой счетности и с 1-непрерывной семиметрикой, т.е. с некоторой такой
семиметрикой d(x,y) на пространстве X, которая непрерывна только по одной
переменной.

Следующие утверждения нужны для доказательства теоремы 1 и, возможно,
представляют самостоятельный интерес.

Лемма 1. Пусть X паракомпактное σ-пространство с первой аксиомой счет-
ности. Пусть в пространстве X есть σ -дискретная сеть из замкнутых множеств
γ={Fα: α∈A, A=

⋃∞
i=1Ai}, система γi={Fα:α∈Ai} дискретна в X для каждого

i=1,2, . . . . Тогда в X существует такое метрическое подмножество M, что M всю-
ду плотно в X и M

⋂
Fα всюду плотно в Fα для каждого α∈A.

В работе [1, теорема 2.8] Архангельский предложил метод построения семи-
метрики d(x,y) на T1 σ-пространстве X с первой аксиомой счетности, используя
который получаем лемму 2.

Лемма 2. Пусть X паракомпактное σ-пространство с первой аксиомой счет-
ности и с σ -дискретной сетью из замкнутых множеств. Тогда на пространстве X
существует семиметрика d(x,y) такая, что на указанном в лемме 1 подмножестве
M эта семиметрика d(x,y) будет метрикой.

Такая семиметрика на паракомпактном σ-пространстве с первой аксиомой
счетности называется семиметрикой Архангельского. Отметим, что семиметри-
кой Архангельского на паракомпактном σ-пространстве с первой аксиомой счет-
ности всегда существует.

Теорема 1.[2] Пусть X паракомпактное σ-пространство с первой аксиомой
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счетности, в котором семиметрика Архангельского d(x,y) 1-непрерывна. Тогда
следующие условия эквивалентны:
a). dimX≤ n.
b). IndX≤ n.
c). X=

⋃
Xi, i=1,2,...n+1, где каждое множество Xi является Gδ множеством и

dimXi ≤ 0 для i=1,2,...n+1.
d). пространство X является совершенным ≤(n + 1) - кратным образом нуль-
мерного в смысле dim паракомпактного σ-пространства с первой аксиомой счет-
ности, другими словами, существует паракомпактное σ-пространство с первой
аксиомой счетности X0, dimX0=0, и существует замкнутое отображение f:X0 −→
X такое, что |f−1(x)|≤n+1.

Из теоремы 1 как следствие получаем теорему 2.
Теорема 2. Пусть X пространство Нагаты (т.е. кружевное с первой аксиомой

счетности), в котором семиметрика Архангельского d(x,y) 1-непрерывна. Тогда
следующие условия эквивалентны:
a). dimX≤ n.
b). IndX≤ n.
c). X=

⋃
Xi, i=1,2,...n+1, где каждое множество Xi является Gδ множеством и

dimXi ≤ 0 для i=1,2,...n+1.
d). пространство X является совершенным ≤(n + 1) - кратным образом нуль-
мерного в смысле dim паракомпактного σ-пространства с первой аксиомой счет-
ности, другими словами, существует паракомпактное σ-пространство с первой
аксиомой счетности X0, dimX0=0, и существует замкнутое отображение f:X0 −→
X такое, что |f−1(x)|≤n+1.

Можно показать, что для пункта (d) в теореме 2 верно следующее:
d). пространство Х является совершенным ≤n+1 – кратным образом нуль-

мерного в смысле dim пространства Нагаты с 1-непрерывной семиметрикой.
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Разложимость и обобщения компактности Липин А.Е.
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Под пространствами везде далее понимаются топологические пространства
без изолированных точек.

Определение (E. Hewitt, 1943 [3]; М. Катетов, 1947 [11]; J.G. Ceder, 1964 [1]).
Пусть κ — кардинал. Пространство, которое возможно разбить на κ плотных
подмножеств, называется κ-разложимым.

Необходимым условием κ-разложимости пространства X является неравен-
ство κ ≤ ∆(X), где ∆(X) — дисперсионный характер пространства X, тот есть
минимум мощностей непустых открытых в X множеств.

ПространствоX называют максимально разложимым, если оно ∆(X)-разложимо.
ПространствоX называют κ-неразложимым, если κ ≤ ∆(X), ноX не κ-разложимо.
Кроме того, 2-(не)разложимые пространства также называют (не)разложимыми.

Получить больше сведений о разложимости можно в обзоре [9]. Известно,
что:

1. Компакты максимально разложимы [1];

2. Существует хаусдорфово неразложимое счетно компактное пространство
[7], но регулярные счетно компактные пространства ω1-разложимы [10];

3. Существуют счетные нормальные неразложимые пространства [3];

4. Существует хаусдорфово неразложимое σ-компактное пространство несчет-
ного дисперсионного характера [7], но регулярные линделёфовы простран-
ства несчетного дисперсионного характера ω-разложимы [6];

5. С ZFC совместно утверждение, что все тихоновские псевдокомпакты c-
разложимы [5];

6. Существует хаусдорфово связное неразложимое пространство [8];

7. Тихоновские локально связные пространства c-разложимы [4], а регуляр-
ные — ω-разложимы [2].

Среди открытых вопросов можно указать следующие (в классах регулярных,
тихоновских и нормальных пространств):

(a) всякое ли счетно компактное пространство максимально разложимо?

(b) всякое ли линделёфово пространство несчетного дисперсионного характера
максимально разложимо?

(c) может ли ZFC доказать разложимость псевдокомпакта?
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(d) разложимо ли связное пространство?

Мы представляем следующие результаты.

Теорема 1. Если X — регулярное линделёфово пространство, |X| = ∆(X) и
cf|X| 6= ω, то X максимально разложимо.

Теорема 2. Если X — регулярное счетно компактное пространство, |X| =
∆(X) и cf|X| = ω, то X максимально разложимо.

Теорема 3. ZFC не может доказать максимальную разложимость тихонов-
ского глобально и локально связного псевдокомпактного пространства.
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Функциональные характеризации нормальных отображений.1

Лисеев М.Ю.
Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова, каф.

Общей топологии и геометрии., Москва, Российская Федерация
liseev.mikhail@gmail.com

Послойная общая топология (также называемая топологией непрерывных
отображений) развивается на базе общей и алгебраической топологий. Идея рас-
пространения на отображения топологических свойств пространств (“от про-
странств — к отображениям”), была сформулирована Б.А. Пасынковым в рабо-
те [1] и инициировала многочисленные исследования. Доклад посвящен функци-
ональному подходу к решению задач, связанных с распространением на отобра-
жения свойств нормальности, предложенных автору Б.А. Пасынковым. В част-
ности, распространение на отображения теоремы Брауэра–Титце–Урысона о про-
должении функций с замкнутых подмножеств нормальных пространств, введе-
ния на отображениях понятия совершенной нормальности отображения и выяс-
нения когда выполняется аналог “леммы Веденисова” [2] для отображений.

Под пространством понимается топологическое пространство, отображение f
всюду ниже обозначает непрерывное отображение пространств, τX — топология
пространства X. Подмножества A, B пространства X называются отделимыми
окрестностями в подпространстве X ′ пространства X [1, стр. 73], если мно-
жества A∩X ′ и B∩X ′ имеют в X ′ дизъюнктные окрестности. Для отображения
f : X → Y множества A,B ⊂ X называются f−отделимыми окрестностя-
ми [1, стр. 73], если любая точка y ∈ Y обладает окрестностью Oy, в прообразе
f−1Oy которой множества A и B отделимы окрестностями.

Отображение f : X → Y преднормально [1, стр. 73], если любые два дизъ-
юнктных замкнутых подмножества A и B пространства X f–отделимы окрест-
ностями. Отображение f : X → Y нормально [3, стр. 52], если для любого O ∈ τY
сужение fO : f−1O → O отображения f на O преднормально. Для отображения
f : X → Y ограниченная функция ϕ : X → R называется f–непрерывной в точ-
ке y ∈ Y , если для любого ε > 0 существует такая окрестность Oy точки y, что
oscϕ(f−1Oy) < ε. Где oscϕ(x) = inf{sup

y∈U
|ϕ(x) − ϕ(y)| : U ∈ N (x)} обозначает

колебание ограниченной функции ϕ : X → R в точке x ∈ X.
Доказательство леммы Урысона для отображений (впервые сформулирован-

ная в следствии [4, Теорема 3.1]) состоит в явном построении f–непрерывной

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках ре-
ализации программы Московского центра фундаментальной и прикладной математики
по соглашению №075-15-2019-1621 / The research was carried with the financial support of
the Ministry of Education and Science of the Russian Federation as part of the program of
the Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics under the agreement №075-
15-2019-1621.
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функции, разделяющей дизъюнктные замкнутые подотображения, где непрерыв-
ная на “предельном слое” отображения функция, может быть получена за счет
ее приближения ступенчатыми функциями, которые принимают на слоях отоб-
ражения, не содержащихся в Gδ окрестности предельного слоя, конечное число
значений. Эквивалентной характеризацией нормальности отображения является

Теорема (Брауэра–Титце–Урысона для отображений.) Пусть отобра-
жение f : X → Y нормально, O ∈ τY , y ∈ O, f |F : F → O замкнутое подотоб-
ражение отображения fO : f−1O → O и ϕ : F → R f |F –непрерывная в точке y
функция. Тогда существуют окрестностьOy ⊂ O точки y и f |f−1Oy–непрерывная
в точке y функция ϕ̃ : f−1Oy → R для отображения fOy : f−1Oy → Oy такая,
что ϕ̃|F∩f−1G = ϕ|F∩f−1G, где G — Gδ–подмножество Oy и y ∈ G, в частности
ϕ̃|F∩f−1y = ϕ|F∩f−1y, ||ϕ̃|| 6 ||ϕ|| и для любого ε > 0 существует окрестность
O(ε) ⊂ Oy точки y такая, что ||ϕ̃|F∩f−1O(ε) − ϕ|F∩f−1O(ε)|| < ε.

Отображение f : X → Y σ–преднормально, если для любых Fσ–множества

T =
∞⋃
i=1

Fi (подмножество Fi–замкнуто в X), и замкнутого в X подмножества F

таких, что T ∩ F = ∅ и любой точки y ∈ Y существуют её окрестность Oy и
такое семейство открытых в f−1Oy множеств {Oi}∞i=1, что Oi ⊃ Fi ∩ f−1Oy и
∞⋃
i=1

clf−1Oy(Oi) ∩ F = ∅, i ∈ N. Отображение f σ–нормально [5, Определение 7],

если отображение fO : f−1O → O — σ–преднормально для всех O ∈ τY .
Функциональная характеризация σ–нормальности отображения строится ана-

логично лемме Урысона для отображений, но использует счетное семейство со-
гласованных f–непрерывных функций.

σ–нормальное отображение f : X → Y называется co-σ–совершенно нормаль-
ным отображением [5, определение 9], если любое его открытое подотображение
f |X0 : X0 → Y имеет тип Fσ. Отметим, что любое co-σ–совершенно нормальное
отображение co–наследственно нормально [5, Теорема 14], а также, что любое
подотображение co-σ–совершенно нормального отображения co–совершенно нор-
мально [5, Следствие 15].

Подотображение f |A : A → Y отображения f : X → Y называется f–
функционально открытым, если для любой точки y найдутся такие окрестность
Oy и f–непрерывная функция ϕ : f−1Oy → [0, 1], что f−1Oy ∩A = ϕ−1(0, 1].

Следующий результат является частичным распространением на отображе-
ния Леммы Веденисова, характеризующей совершенную нормальность тополо-
гических пространств.

Теорема (функциональная характеризация co-σ–совершенной нор-
мальности отображения) Отображение f : X → Y co-σ–совершенно нормаль-
но в том и только в том случае, если для любого O ∈ τY , любого открытого
подмножества O ⊂ f−1O, любой точки y ∈ O и любого счетного семейства за-
мкнутых в f−1O множеств Fi ⊂ O, i ∈ N, существуют окрестность Oy точки
y и семейства f–непрерывных в точке y функции ϕi : f−1Oy → [0, 1], i ∈ N,
ψi : f−1Oy → [0, 1], i ∈ N, такие, что
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(a) oscϕi(f
−1Oy) < 1

2
, oscψi(f

−1Oy) < 1
2
, i ∈ N;

(b) f−1Oy \O ⊂ ϕ−1
i (0), Fi ∩ f−1Oy ⊂ ϕ−1

i (1), i ∈ N;
(c) f−1Oy \O ⊂ ψ−1

i (0), i ∈ N,
⋃
i∈N

ψ−1
i (1) = f−1Oy ∩O.

Следствие Пусть отображение f : X → Y co-σ–совершенно нормально. То-
гда для любого открытого подотображения f |O : O → Y (соответственно за-
мкнутого подотображения f |F : F → Y ) и любой точки y ∈ Y существуют ее
окрестность Oy и f–непрерывная в точке y функция ϕ : f−1Oy → [0, 1] такие,
что O ∩ f−1Oy = ϕ−1((0, 1]) (соответственно F ∩ f−1Oy = ϕ−1(0)).
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On the n−fold symmetric product of some classes of topological spaces
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All of our space are Hausdorff unless otherwise indicated. The symbol N stands
for the set of positive integers and R stands for the set of real numbers.

Given a space X, we define its hyperspaces as the following sets:
1) CL(X) = {A ⊂ X | A is closed and nonempty };
2) 2X = {A ∈ CL(X) | A is compact };
3) Fn(X) = {A ∈ 2X | A has at most n points }, n ∈ N .
CL(X) is topologized by the Vietoris topology defined as the topology generated

by
β = {〈U1, ..., Uk | U1, ..., Uk are open subsets of X, k ∈ N〉},
where 〈U1, ..., Uk = {A ∈ CL(X) | A ⊂

⋃
Uj and A ∩ Uj 6= ∅ for each j ∈

{1, ..., k}}. Note that, by definition, 2X , Fn(X) are subsets of CL(X). Hence, they
are topologized with the appropriate restriction of the Vietoris topology. CL(X) is
called the hyperspace of nonempty closed subsets of X. 2X is called the hyperspace
of nonempty compact subsets of X, Fn(X) is called the n−fold symmetric product
of X.

A space X is developable [2, 3] if there exists a sequence {γm : m ∈ N} of open
covers of X such that, for each x ∈ X, {st(x, γm) : m ∈ N} is a local base at x.

Such a sequence of covers is called a development for X. It is well known that
every metrizable space is developable, and every developable space is clearly first
countable.

A regular developable space is a Moore space [2, 3].

A family U is called σ-closure preserving [1] if it is represented as a union of
countably many closure preserving subfamilies.

An M1-space [2, 3] is a regular space having a σ-closure preserving base.
A collection B (not necessarily open) of subsets of a regular space X is a quasi-

base [1] if whenever x ∈ X and U is a neighbourhood of x, there exists a B ∈ B such
that x ∈ IntB ⊂ B ⊂ U .

An M2-space [2, 3] is a regular space having a σ-closure preserving quasi-base.

Theorem 1. If Xn is a developable space, then so is Fn(X).

Proposition 1. If Xn is a Moore space, then so is Fn(X).

Theorem 2.If Xn is an M1-space, then so is Fn(X).
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Theorem 3. If Xn is an M2-space, then so is Fn(X).

Corollary 1.If the space Xn is stratifiable, then so is Fn(X).
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Сегодня, вспоминая нашего учителя и коллегу Евгения Георгиевича Пытке-
ева, мы отдаём должное уважение талантливому математику, известному спе-
циалисту по общей топологии и её приложениям. Впервые, я, будучи студен-
том третьего курса, познакомился с Е.Г.Пыткеевым в 1980/81 учебном году на
математико-механическом факультете Уральского государственного универси-
тета. В тот год, Евгений Георгиевич читал лекции по дескриптивной теории
множеств на кафедре математического анализа УрГУ. Его специальный курс
назывался «Борелевские множества». Есть распространенное мнение, что об-
щая топология это «топология контрпримеров», отчасти, с этим можно согла-
ситься. Е.Г.Пыткеев был мастером в построении контрпримеров, и не только
в топологии, но и в математике «в целом». Постановка (формулировка) и са-
мостоятельное решение задач всегда были в фокусе педагогической и научной
деятельности Евгения Георгиевича. Вместе с работой в секторе топологии ИММ
УрО РАН, Пыткеев преподавал в двух ведущих университетах Екатеринбурга –
классическом УрГУ и техническом УПИ. В 1986 году, Пыткеев был официаль-
ным оппонентом по моей кандидатской диссертации см.[3], посвящённой некото-
рым вопросам нелинейного функционального анализа и топологической теории
неподвижной точки. Подробности ретроспективного и современного состояния
топологической теории неподвижной точки можно посмотреть по ссылкам ни-
же см.[1][2][5]. В докладе приводятся задачи, обсуждаются известные и новые
формулировки классических результатов теории неподвижной точки: теорема
Брауэра о неподвижной точке, как теорема о том, что конус над любым ком-
пактным полиэдром обладает свойством неподвижной точки, теорема Хопфа о
том, что любой связный псевдокомпакт обладает свойством квазинеподвижной
точки см.[5][6] и др. Некоторые примеры нерешённых задач: 1. Описать все ком-
пактные двумерные полиэдры, обладающие свойством неподвижной точки. 2.
Продолжить исследования по безлучевым пространствам (rayless spaces), опи-
сать тонко паракомпактные пространства (finely paracompact spaces) и их роль в
теории неподвижной точки см.[4]. Эти и подобные задачи обсуждались, в течение
последних четырёх десятилетий, с Евгением Георгиевичем Пыткеевым, светлой
памяти которого посвящается эта заметка.
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функций над псевдокомпактными пространствами

Резниченко Е.А.
МГУ им М.В.Ломоносова, Москва, Россия
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Пусть X — тихоновское пространство и Cp(X) — пространство непрерыв-
ных функций на X в топологии поточечной сходимости. В [11] Эберлейн доказал
теорему (часть теоремы Эберлейна–Шмуляна), которое эквивалентно утвержде-
нию: для компактных X любое относительно счетно компактное подмножество
пространства Cp(X) предкомпактно. Гротендик [12] показал, что этот резуль-
тат остается верным для счетно компактного X. В дальнейшем эти результаты
обобщались в разных направлениях [1, 2, 6, 9, 17–19,26–28].

Пространства X и Y образуют пару Гротендика [20], если любой непрерыв-
ный образ пространства X в Cp(Y ) предкомпактен. Псевдокомпактное простран-
ство X называется µ#

pc-псевдокомпактным, если Y и X образуют пару Гротен-
дика для любого псевдокомпактного пространства Y . Пространство X назовем
коровинским (или пространством Коровина) [24], если (X,X) — пара Гротендика.
Любое µ#

pc-псевдокомпактное пространство является коровинским. В [20, 22–25]
показана роль коровинских пространств в топологической алгебре. Нас в наи-
большей степени интересуют µ#

pc-псевдокомпактные пространства.
Теорема. Пусть X — псевдокомпактное пространство, Y ⊂ X = Y и Y

удовлетворяет какому-либо из перечисленных ниже условий: (1) является то-
чечно почти qD-пространством; (2) σ-β-неблагоприятно; (3) является сильно
бузиадовским; (4) является W̃ -пространством; (5) имеет счетный π-характер;
(6) является линделёфовым Σ-пространством; (7) является непрерывным об-
разом kσ-окрашенного пространства Z (например, Z — k-пространство), для
которого выполняется одно из условий:

(a) Z ω-устойчиво и e(Zn) ≤ ω для любого n ∈ ω;

(b) (MA + ¬CH) e(Zn) ≤ ω для любого n ∈ ω;

(c) (PFA) e(Z) ≤ ω.

Тогда X является µ#
pc-псевдокомпактным пространством — любое псевдоком-

пактное подмножество Cp(X) является компактом Эберлейна.
Результаты доклада изложены в препринте [29].
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Принципы выбора в равномерных группах
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В настоящей работе вводятся и исследуются равномерно M -ограниченные,
равномерно H -ограниченные, равномерно R -ограниченные равномерные груп-
пы, а также игры в равномерных группах.

Пусть (G, ·, U) – равномерная группа.
Определение 1. Равномерная группа (G, ·, U) называется равномерно M

-ограниченной (или равномерно Менгера равномерной группой), если равномер-
ное пространство (G,U) является равномерно Менгера пространством.

Определение 2. Равномерная группа (G, ·, U) называется равномерно H -
ограниченной (или равномерно Гуревича равномерной группой), если равномер-
ное пространство (G,U) является равномерно Гуревича пространством.

Определение 3. Равномерная группа (G, ·, U) называется равномерно R -
ограниченной (или равномерно Ротбергера равномерной группой), если равно-
мерное пространство (G,U) является равномерно Ротбергера пространством.

Заметим, что если (G, ·, U) -M -ограниченная (соответственноH -ограниченная,
R -ограниченная) топологическая группа, то равномерная группа (G, ·, Ut) явля-
ется равномерноM -ограниченной (соответственно, равномерноH -ограниченной,
равномерно R -ограниченной) равномерной группой, где Ut – двусторонняя рав-
номерность топологической группы (G, ·, τ).

Теорема 1. Пусть (G, ·, τ) – топологическая группа. Если (G, ·, τ) - M -
ограниченная (соответственно, H -ограниченная, R -ограниченная) группа, то
равномерная группа (G, ·, UD) с универсальной групповой равномерностью UD
является равномерноM -ограниченной (соответственно, равномерноH -ограниченной,
равномерноR -ограниченной), обратно, если (G, ·, UD) равномерноM -ограниченная
(соответственно, равномерно H -ограниченная, равномерно R –ограниченная)
равномерная группа, то топологическая группа (G, ·, τUD ) являетсяM -ограниченной
(соответственно, H -ограниченной, R -ограниченной).

Теорема 2. Всякая подгруппа с индуцированной равномерностью равномер-
но M -ограниченной (соответственно, равномерно H -ограниченной, равномерно
R -ограниченной) равномерной группы является равномерно M -ограниченной
(соответственно, равномерно H -ограниченной, равномерно R -ограниченной)
группой.

Теорема 3. Пополнение (G̃, ·, Ũ) равномерноM -ограниченной (соответствен-
но, равномерно H -ограниченной, равномерно R -ограниченной) равномерной
группы (G, ·, U) является равномерно M -ограниченной (соответственно, равно-
мерно H -ограниченной, равномерно R -ограниченной) равномерной группой.
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Теорема 4. При предкомпактных равномерно непрерывных гомоморфизмах
равномернаяM -ограниченность (соответственно, равномернаяH -ограниченность)
сохраняется как в сторону образа, так и в сторону прообраза.

Теорема 5. Если H замкнутая нормальная подгруппа равномерной группы
G и как H, так и фактор-группа G/H равномерно M -ограничены, то и равно-
мерная группа G, равномерно M -ограничена.

Теорема 6. Произведение предкомпактной и равномерно M -ограниченной
группы является равномерноM -ограниченной равномерной группой, также про-
изведение двух равномерно H -ограниченных равномерных групп является рав-
номерно H -ограниченной равномерной группой.

Список литературы
[1] Борубаев А.А. Равномерные пространства и равномерно непрерывные отоб-

ражения. – Фрунзе: Илим, 1990.

[2] Канетов Б.Э. Некоторые классы равномерных пространств и равномерно
непрерывных отображений. – Бишкек: КНУ им. Ж. Баласагына, 2013.

[3] Kocinac L.D. Selection principles in uniform spaces //Note Mat. – T. 22. – Vol.
2. – P. 127-139.

Екатеринбург, Россия 47 7 –9 февраля, 2024



Топология и её приложения Тезисы конференции
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Рассматриваются достаточные условия устойчивости по Хайерсу-Уламу-Рассиясу
обобщенных решений нелинейных систем дифференциальных с обобщенным воз-
действием в правой части. Для обыкновенных дифференциальных уравнений с
абсолютно непрерывными траекториями эти вопросы рассматривались, напри-
мер, в [1]. Отличительной особенностью настоящей работы является то, что пра-
вая часть дифференциального уравнения содержит обобщенные воздействия —
обобщенные производные функций ограниченной вариации. Под решениями по-
нимаются поточечные пределы последовательностей абсолютно непрерывных ре-
шений, получающиеся в результате аппроксимаций обобщенных воздействий в
правой части уравнения суммируемыми функциями [2]. От работы [3] получен-
ные авторами результаты отличаются тем, что в [3] используется формализация
решений, предложенная в [4], а здесь используется упомянутая выше формали-
зация решений, описанная в [2].

Для дифференциальных уравнений понятие устойчивости по Хайерсу-Уламу
определяется следующим образом (см., например, [1])

Определение 1.
Уравнение

ẋ(t) = f(t, x) (1)

устойчиво по Хайерсу-Уламу, если существует число cf > 0 такое, что для любого
ε и любого решения y ∈ C1[a, b] неравенства

|y′ − f(t, y)| ≤ ε t ∈ [t0, ϑ]

существует решение x(t) уравнения (1), удовлетворяющее неравенству

|y(t)− x(t)| ≤ cfε t ∈ [t0, ϑ].

Очевидно, что такое определение не применимо в уравнениям с обобщенным
воздействием в связи с неограниченностью правой части уравнения.

Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение

ẋ = f(t, x) +B(t, x)v̇(t). (2)

Здесь x(t), v(t) — соответственно n и m-мерные вектор-функции времени, f(t, x)
— n-мерная вектор-функция и B(t, x) — n × m-матрица-функция. Если функ-
ция v(t) является абсолютно непрерывной, то при известных предположениях
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на f(t, x) и B(t, x) существует единственное решение уравнения (2) на отрезке
[t0, ϑ], удовлетворяющее начальному условию x(t0) = x0.

Если же v(t) будет функцией ограниченной вариации, то производную в урав-
нении (2) следует понимать в обобщенном смысле [2], а тогда в правой части воз-
никает некорректная операция умножения разрывной функции на обобщенную.
Один из возможных способов решения этой основан на определении решения на
замыкании множества гладких решений в пространстве функций ограниченной
вариации [2].

Согласно [2], аппроксимируемым решением задачи Коши (2), соответствую-
щим функции ограниченной вариации v(t), будем называть функцию ограничен-
ной вариации x(t), являющуюся поточечным пределом последовательности xk(t),
порожденной последовательностью абсолютно непрерывных функций vk(t), по-
точечно сходящейся к v(t), если x(t) не зависит от выбора последовательности
vk(t).

Тогда при определенных условиях (см. [2]) всякой вектор-функции v(t) суще-
ствует аппроксимируемое решение x(t) задачи Коши (2), которое удовлетворяет
интегральному уравнению

x(t) = x0 +

t∫
t0

f(ξ, x(ξ)) dξ +

t∫
t0

B(ξ, x(ξ)) dvc(ξ)+

+
∑

ti≤t, ti∈Ω−

S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0)) +
∑

ti<t, ti∈Ω+

S(ti, x(ti),∆v(ti + 0)), (3)

где
S(t, x,∆v) = z(1)− x,

ż(ξ) = B(t, z(ξ))∆v(t), z(0) = x, (4)

Ω−(Ω+) — множество точек левого (правого) разрывов вектор-функции v(t), vc(t)
— непрерывная составляющая функции ограниченной вариации v(t),

∆v(t− 0) = v(t)− v(t− 0), ∆v(t+ 0) = v(t+ 0)− v(t).

Определение 2. Будем говорить, что дифференциальное уравнение (2) устой-
чиво по Хайерсу-Уламу на [t0, ϑ], если для любой вектор-функции y ∈ BV [t0, ϑ],
удовлетворяющей неравенству∣∣∣∣∣∣y(t)− x0 −

t∫
t0

f(ξ, y(ξ)) dξ −
t∫

t0

B(ξ, y(ξ)) dvc(ξ)−

−
∑

ti≤t, ti∈Ω−

S(ti, y(ti − 0),∆v(ti − 0))−
∑

ti<t, ti∈Ω+

S(ti, y(ti),∆v(ti + 0))

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε,
(5)
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для любого ε > 0 и любого решения неравенства (5) существует положительное
вещественное число cf,ϕ и решение уравнения (2) x(t), удовлетворяющие нера-
венству

|y(t)− x(t)| < cfε

для любого t ∈ [t0, ϑ].
Теорема.Пусть существует аппроксимируемое решение уравнения (2). Тогда

дифференциальное уравнение (2)) устойчиво по Хайерсу-Уламу.
Для дифференциальных уравнений первого о второго порядка с обобщенным

воздействием в правой части, рассматривались в [5]
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Понятия максимальности и (не)разложимости топологических пространств
ввел Э. Хьюитт в 1943 г. Они привлекали внимание многих ведущих топологов,
в том числе и Евгения Георгиевича [1]; его работы последних лет, посвященные
открытым ультрафильтрам [2], тоже имеют самое непосредственное отношение
к неразложимости.

Топологическое пространство называется максимальным, если оно плотно в
себе (т.е. не содержит изолированных точек) и его топологию нельзя усилить без
потери этого свойства. Хорошо известно, что все максимальные пространства
неразложимы (т.е. не раскладываются в объединение двух непересекающихся
всюду плотных множеств), экстремально несвязны (замыкание любого открыто-
го множества открыто) и даже совершенно несвязны (любые непересекающиеся
множества отделимы, или, что равносильно, все плотные в себе подпространства
открыты); кроме того, все нигде не плотные множества в таких пространствах
замкнуты (и дискретны).

Поскольку всякая недискретная топологическая группа плотна в себе, есте-
ственно возникает проблема изучения топологических групп с перечисленными
выше свойствами. Однако несмотря на то, что топология любого плотного в себе
пространства усиливается до максимальной (по лемме Цорна), максимальные и
даже неразложимые топологические группы существуют не всегда. И.В. Про-
тасов доказал, что из существования неразложимой отделимой топологической
группы вытекает существование P -ультрафильтра [3] (при этом несуществование
P -ультрафильтров совместимо с системой аксиом ZFC теории множеств); мно-
го сведений о максимальных и неразложимых топологических группах можно
почерпнуть в книге [4].

Когда речь идет о топологических группах, не менее (а возможно, и более)
естественно рассматривать максимальные групповые топологии, которые суще-
ствуют всегда. В группах с максимальными групповыми топологиями обязаны
быть открытыми не все плотные в себе подмножества, а лишь те, которые яв-
ляются подгруппами (или удовлетворяют некоторым другим естественным усло-
виям). Доклад будет посвящен группам с максимальными групповыми тополо-
гиями, а также связи свойств топологических групп со свойствами фильтров
окрестностей единицы в этих группах. Кроме того, будут представлены и новые
результаты о максимальных и неразложимых топологических группах (в клас-
сическом смысле).
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Решетки расширений циклически упорядоченных множеств и
компактификаций обобщенных циклически упорядоченных

пространств

Сорин Г.Б.
Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова, каф.

Общей топологии и геометриию, Москва, Российская Федерация
georgsorin@yandex.ru

В [1] доказано, что каждое GO пространство вкладывается топологически с
сохранением линейного порядка в некоторое наименьшее LOTS. В [2, 3] описана
полная решетка всех линейно упорядоченных компактификаций произвольного
LOTS. В данной работе показано, что семейство расширений циклически упо-
рядоченного множества является полной решеткой. Аналогичный результат ве-
рен и для линейно упорядоченных множеств, откуда следуют приведенные выше
утверждения.

Циклически упорядоченным (ц.у.) множеством называется пара (X,R), где
R — трехместное отношение на множествеX, удовлетворяющее следующим усло-
виям (вместо (a, b, c) ∈ R для краткости будем писать [a, b, c]):
1) цикличность: [a, b, c] =⇒ [b, c, a];
2) асимметричность: [a, b, c] =⇒ (b, a, c) /∈ R;
3) транзитивность: [a, b, c] ∧ [a, c, d] =⇒ [a, b, d];
4) полнота порядка: для любых попарно различных a, b, c ∈ X либо [a, b, c], либо
[a, c, b].

Базу топологии σR циклического порядка образует семейство интервалов
(a, b)R = {x ∈ X|[a, x, b]}, где a, b ∈ X. Топология σR на ц.у. множестве (X,R)
является наименьшим элементом в решетке T топологий, имеющих базу из вы-
пуклых множеств. Эти топологии будем называть GCO (generalized cyclically
ordered) топологиями.

Будем говорить, что отображение f : X → Y между ц.у. множествами сохра-
няет циклический порядок, если ∀a, b, c ∈ X [f(a), f(b), f(c)]RY =⇒ [a, b, c]RX .

Пара ((Y,RY ), i) называется расширением ц.у. множества (X,RX), если отоб-
ражение i : X → Y инъективно, сохраняет циклический порядок и i(X) плотно
в Y (т.е. каждый непустой интервал в Y пересекается с X).

Щелью [5] на ц.у. множестве (X,R) называется такое отношение < линейного
порядка на множестве X, что
1) в множестве (X,<) нет ни наибольшего, ни наименьшего элементов;
2) ∀a, b, c ∈ X a < b < c =⇒ [a, b, c].

Множество всех щелей на (X,R) обозначим через U . Через 3 обозначим ре-
шетку (линейно упорядоченное множество) из трех элементов. Имеет место

Теорема. Семейство C(X) всех расширений ц.у. множества (X,R) являет-
ся полной решеткой, изоморфной произведению решетки GCO топологий T и
решетки 3U .
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Упорядоченную тройку (X,R, σR) будем называть COTS (cyclically ordered
topological space).

Из теоремы имеем
Следствие 1. Каждое GСO пространство вкладывается топологически с

сохранением циклического порядка в некоторое наименьшее СOTS.
В [4] доказано, что (X,σR) компактно ⇐⇒ (X,R) не имеет щелей.
Таким образом, имеет место
Следствие 2. Семейство Ĉ(X,σ) циклически упорядоченных компактифи-

каций GCO пространства (X,R, σ) является полной подрешеткой в C(X), изо-
морфной 2U .
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Some homotopy properties of the space of thin maximal linked systems1

Kholmatov F.M., Mukhamadiev F.G.
National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek, Faculty of
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A system ξ = {Fα : α ∈ A} of closed subsets of a space X is called linked if any
two elements from ξ intersect [1].

Any linked system can be upgraded to a maximum linked system (MLS). But
such upgrade, as a rule, is not one valued.

A linked system of space is MLS, if and only if it possesses the following
completeness property [1]:

If a closed set A ⊂ X intersects with every element of ξ, then A ∈ ξ.
We denote λX as the set of all MLS of the space X.

For the close set A ∈ λX we consider A+ = {ξ ∈ λX : A ∈ ξ}.
For the open set U ⊂ X we consider O(U) = {ξ ∈ λX : there exists F ∈ ξ such

that F ⊂ U}.
A maximal linked system µ of a space X is called a thin maximal linked system

if µ contains at least one finite element.
We denote by λ∗X the set of all thin maximal linked systems of the space X [2].

Theorem 1. If mappings f, g : X → Y are homotopic, then the mappings
λ∗f, λ∗g : λ∗X → λ∗Y are also homotopic.

Proposition 1. Let for a subset A ⊆ X the relation λ∗A ⊆ λ∗X is correct. If a set
A is a retract of a topological space X, then the set λ∗A is a retract of the space λ∗X.

Theorem 2. The functor of thin complete linked systems λ∗ is a covariant
homotopy functor.

Proposition 2. If a topological space X is contractible, then the space λ∗X is
also contractible.

Corollary. If spaces X and Y are homotopically equivalent, then the spaces λ∗X
and λ∗Y are also homotopically equivalent.

Keywords: Functor, maximal linked system, retract, contractible, homotopy.

AMS Subject Classification. Primary: 18F60; Secondary: 18A22, 54A25, 55P99.
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О множествах Лузина и Серпинского

Холщевникова Н.Н.
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I. В 1914г. Н.Н.Лузин доказал следующую теорему (см. [1]).
Теорема Лузина. Если мощность континуума есть алеф-один, то существует в

интервале (0, 1) множество E мощности континуум такое, что всякое совершенное мно-
жество, нигде не плотное в (0,1), содержит не более чем счетное множество точек E.

Множества, обладающие таким свойством, называются теперь лузинскими множе-
ствами.

В 1924г. В.К. Серпинским [2] доказана
Теорема Серпинского. Если мощность континуума есть алеф-один, то существует

в интервале (0, 1) множество E мощности континуум такое, что всякое множество меры
0, содержит не более чем счетное множество точек E.

Такие множества называются множествами Серпинского.
Предположение о мощности континуума, при котором доказаны эти теоремы, назы-

вается гипотезой континуума СН, оно было высказано Г.Кантором в 1878г., и состоит
в том, что мощность континуума и есть первая несчетная мощность (алеф-один). В
предположении СН были доказаны различные теоретико-множественные и теоретико-
функциональные предположения Н.Лузиным, А.Зигмундом, В.Серпинским и другими
математиками. Однако в то время взаимоотношение СН и ZFC было неясным.

В 1939г. К.Ф. Гедель доказал, что СН совместима с ZFC, а в 1963г. П.Дж. Коэн
доказал невыводимость СН.

II. Множество, для которого свойство быть лузинским множеством является неопре-
деленным.

В 1990г. вышла статья В.И. Малыхина “Топологические пространства, свойства ко-
торых не определены в ZFC” [3]. В частности, в этой работе спрашивалось, существует
ли несчетное подмножество, построенное в ZFC, которое в какой-то модели (при каких-
то дополнительных теоретико-множественных предположениях) было бы лузинским.

Основная конструкция. Выполним построение в ZFC, которое дает пример мно-
жества, для которого свойство быть лузинским множеством является неопределенным.
Для этого рассмотрим конструкцию множеств на [0,1], аналогичную построению Лузина
в СН, которая дает множества с рядом свойств, неопределенных в ZFC.

Напомним определения идеала множеств и его накрывающей базы.
Определение 4.1. Семейство J подмножеств прямой называют идеалом, если оно

наследственное и аддитивное, т.е. если
1) из того, что B ∈ J и A ⊂ B следует, что A ∈ J
2) A ∈ J и B ∈ J , то A ∪B ∈ J .
Определение 4.2. Накрывающей базой идеала J называется такое его подсемей-

ство B ⊂ J , что для всякого A ∈ J найдется B ∈ B, такое что A ⊂ B.
ПустьM — идеал всех нигде не плотных подмножеств из [0,1), а B - какая-нибудь

накрывающая база наименьшей мощности для этого идеала. Обозначим мощность B
через nd. Известно, что ω1 ≤ nd ≤ c.

Вполне упорядочим множество B по наименьшему типу B = {Bα : α < nd}.
Выберем по индукции

xα ∈ [0, 1) \Aα,
где

Aα = (∪{Bβ : β < α}) ∪ {xβ : β < α}
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для α < ω1.
Так как для α < ω1 множество Aα имеет первую категорию, то в силу теоремы Бэра

о категориях множество [0, 1) \Aα непусто и, следовательно, определение элементов xα
корректно.

Положим X = {xα : α < ω1}. В предположении СН множество X - лузинское, так
как с каждым нигде не плотным множеством оно пересекается не более чем по счетному
множеству. Действительно, если множество A нигде не плотно, то A ⊂ Bα ∈ B, причем
α < ω1, и X ∩Bα ⊂ {xβ : β < α} - счетное подмножество X.

Аналогичное построение получается для множества, которое в СН будет множе-
ством Серпинского.

При различных дополнительных теоретико-множественных предположениях, по-
строенные множества обладают разными свойствами. Так в предположенииMA+¬CH
ни множеств Лузина, ни множеств Серпинского не существует, так как в этом слу-
чае всякое множество мощности меньше континуума имеет меру 0 и первую категорию
(Д. Мартин, Р. Соловей, С. Тенненбаум).

Известно, что теория

ZFC + (cof(L) = ω1) + (c = ω2)

состоятельна (см., например, [4,5]).
Здесь L — семейство всех множеств меры 0 на [0, 1],

cof(L) = min{|E| : E ⊂ L, E — накрывающая база L}.

Аналогично определяется cof(K), где K - семейство всех нигде не плотных подмно-
жеств [0, 1].

В диаграмме (Cicho’n diagram) показано, что cof(K) ≤ cof(L), поэтому в рассмат-
риваемой выше теории, построенные множества с неопределенными свойствами в ZFC,
оказываются множеством Серпинского и множеством Лузина, соответственно.
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Максимальные сцепленные системы и ультрафильтры широко понимаемых
измеримых пространств

Ченцов А.Г.
ИММ УрО РАН им.Н.Н.Красовского, Екатеринбург, Россия

chentsov@imm.uran.ru

Рассматривается непустое множество E с оснащением в виде π-системы своих под-
множеств (п/м) с «нулем» (пустое множество) и «единицей» (множество E). Исследу-
ются два типа семейств п/м E – ультрафильтры (у/ф) и максимальные сцепленные
системы (МСС), содержащиеся в исходной π-системе. На множествах у/ф и МСС дан-
ной π-системы вводятся две сравнимые топологии: волмэновского и стоуновского типов.
В первом случае реализуется [1, раздел 4] суперкомпактное T1-пространство, а во вто-
ром – нульмерное T2-пространство. При этом битопологическое, в упомянутом смысле,
пространство у/ф является [1, предложение 6.5] подпространством битопологического
пространства с точками в виде МСС. Указаны [2] условия, при которых МСС исчерпы-
ваются у/ф, а также частные случаи исходной π-системы, для которых «волмэновская»
и «стоуновская» топологии совпадают. Исследуются конструкции произведения экзем-
пляров пространств у/ф и МСС в оснащении топологией стоуновского типа.
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Некоторые конструкции решения экстремальных задач
маршрутизации 1
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chentsov@imm.uran.ru

Исследуется задача последовательного обхода мегаполисов с условиями пред-
шествования и функциями стоисмости, зависящими от списка заданий (возмож-
ные применения: атомная энергетика; задачи, связанные с листовой резкой на
машинах с ЧПУ; задачи транспортного типа). Прототипом исследумых задач яв-
ляется известная труднорешаемая задача коммивояжера (TSP — в англоязычных
публикациях). В качестве основного метода решения используется широко пони-
маемое динамическое программирование (ДП). Для задач ощутимой размерно-
сти предлагается [1, 2] процедура декомпозиции на основе раздельного приме-
нения ДП в частичных задачах умеренной размерности. Исследуются варианты
постановки с аддитивным критерием [1] и задачи на узкие места (минимаксная
постановка) [2]. Обсуждаются результаты вычислительного эксперимента.
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1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математиче-
ском центре

Екатеринбург, Россия 64 7 –9 февраля, 2024



Топология и её приложения Тезисы конференции

Порядки аппроксимации локальными экспоненциальными сплайнами
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Пусть Ln = Ln(D) — линейный дифференциальный оператор n-го по-
рядка (n ∈ N) с постоянными действительными коэффициентами, у кото-
рого характеристический многочлен имеет действительные корни β1, β2, . . .
. . . , βn, которые в дальнейшем мы будем считать попарно различными. Он может
быть записан в виде

Ln(D) =

n∏
j=1

(D − βj).

Этому оператору ставится в соответствие разностный оператор с шагом h > 0,
определенный на пространстве последовательностей y = {ym}∞m=−∞ следующим
образом:

∆Ln
h ym =

n∏
j=1

(T − eβjhE)ym,

где оператор Tym = ym+1 — оператор сдвига и E — тождественный оператор.
Операторы Ln и ∆Ln

h имеют одно и то же ядро, которым являются всевозможные
линейные комбинации функций eβ1x, eβ2x, . . . , eβnx. Пусть ϕn — решение одно-
родного уравнения Ln(D)f = 0, удовлетворяющее условию ϕ

(j)
n (0) = δj,n−1 (j =

0, 1, . . . , n− 1), где δj,n−1 — символ Кронекера. Определим на всей числовой оси
R базисный L-сплайн с равномерными узлами 0, h, 2h, . . . , (n − 1)h следующей
формулой:

B(x) = ∆Ln
h ((x− nh)+) (x ∈ R).

Здесь u+ = max{0, u}. Из определения B-сплайна следует, что его носитель
suppB = [0;nh]. Пусть f : R→ R и

yj+α = f((j + α)h) (j ∈ Z, 0 ≤ α < 1).

Рассмотрим систему функционалов

Ij = c1yj+α + c2yj+α+1 + · · ·+ cnyj+α+n−1 (j ∈ Z),

где c1, c2, . . . , cn — произвольный набор действительных чисел, который мы опре-
делим из соображений точности будущей схемы построения локального сплайна
на функциях из ядра оператора Ln. Локальный сплайн определим формулой

S(x) = S(f, x) =
∑
j∈Z

IjB(x− jh) (x ∈ R).
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Мы стремимся к такому выбору чисел c1, c2, . . . , cn, чтобы выполнялось прибли-
женное равенство S(f, x) ≈ f(x). Эти числа будем определять так, чтобы имели
место равенства

S(eβjx, x) = eβjx (j = 1, 2, . . . , n; x ∈ R). (1)

Оказывается, что условиями (1) числа c1, c2, . . . , cn определяются однозначно, и
имеет место следующий результат.

Теорема [1]. Система линейных алгебраических уравнений относительно чи-
сел c1, c2, . . . , cn

n∑
s=1

cse
βj(s−1)h = Yj = eβj(n−1−α)h

n∏
k=1,k 6=j

βj − βs
eβjh − eβsh

(j = 1, 2, . . . , n) (2)

разрешима, и ее решение {cj}nj=1 обращает в тождества равенства (1).
Систему (2) можно эффективно решать на компьютере. В монографии [2]

В.Т.Шевалдина есть практические рекомендации по ее решению.
Пусть βn = 0, 0 ≤ α < 1, Ln(D) = DLn−1(D) (n ≥ 2) и

W
Ln−1
∞ =

{
f : f (n−2) ∈ AC, ‖Ln−1(D)f‖∞ ≤ 1

}
.

Имеет место следующая теорема.
Теорема [3]. Справедливо равенство

sup
f∈W

Ln−1
∞

‖f − S‖∞ = O(hn−1) (h→ 0).

Ключевым моментом для доказательства этой теоремы является следующий
результат.

Теорема (Е.Г.Пыткеев). Для любого s = 1, 2, . . . , n существует конечный
предел limh→0 csh

n−1, где {cj}nj=1 — коэффициенты в системе (2).
При доказательстве теоремы Е. Г.Пыткеев исследует решение системы (2) по

правилу Крамера и проводит очень тонкие выкладки (см. [2, 3]), используя тео-
рию симметрических многочленов нескольких переменных. Оригинальный текст
Евгения Георгиевича от руки изложен им на семи страницах очень красивым по-
черком. Разбор его доказательства доставляет истинное наслаждение. Заметим,
что в полиномиальном случае подобное утверждение также было ранее получено
с помощью симметрических многочленов [4], но об этом Е. Г.Пыткеев, конечно,
не знал. Работать с ним было очень приятно.
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